CZESC PIERWSZA

Analiza preta statycznie
wyznaczalnego

2 ROZCIAGANIE LUB SCISKANIE

2.1. Model rozciaganego pre¢ta a konstrukcje rzeczywiste

Rzeczywiste prety rozciagane (rys. 2.1a) wykazuja odstgpstwa od teoretycznego mo-
delu. Wedtug bowiem tego modelu w koricowym przekroju B sila P powinna by¢ przyto-
zona pod postacig naprezed ¢ = P/A réwnomiernych na cafym polu przekroju (rys. 2.1b).
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Rys. 2.1. Teoretyczny i rzeczywisty sposob wprowadzenia sit wzdluznych

W rzeczywistosci sposéb wprowadzenia sily P jest odmienny od teoretycznego,na przyklad
przez sworzeni wchodzacy w otwér ucha (rys. 2.1c). Ucho to nie obejmuje catego przekroju B
i pewne jego czeéci zostaja swobodne. W takim punkcie jak punkt G nie ma oddzialywad
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zewngtrznych i naprgzenie ¢ = 0. Juz z tego widac, ze rozklad naprezen ¢ nie jest w prze-
kroju B réwnomierny, skutkiem czego w przekrojach sas1edn1ch jak przekroj H, 1stme_]e
rowniez nieréwnomierny rozklad ¢. Charakter tego rozkladu zalezy od sposobu wprowa-
dzenia sily P i bedzie inny, gdy na przyklad ucho jest podwéjne (rys. 2.1d).

W swietle tych faktow powstaje pytanie, jaki sens ma teoretyczny model oméwiony
w art. 1.7. OdpowiedZ daje teoria sprezystosci w postaci zasady de Saint-Venanta gloszacej,
e dwa rézne, ale statycznie réwnowazne, uklady sit dzialajac na te samq mala czesé
_ ciala daja zauwazalne réznice rozkladu naprezeri tylko w bezposrednim otoczeniu tej
czgéci. W. odleglosciach_duzych w_poréwnaniu z wymiarami_tej ¢ze$ci rozklady naprezen
odpowiadajqce statycznie réwnowaznym ukladom sil sq praktycznie jednakowe. W rozpatry-
wanym przypadku czefcia ciala, na ktdéra dziatajy réine uklady sit o tej samej wypadko-
wej P, jest przekr6j B. Zgodnie z zasada de Saint-Venanta, te uklady sit dadza praktycznie
jednakowy, czyli réwnomierny rozklad napr¢zed w kazdym przekroju a-a (rys. 2.1a),
o ile odleglo$¢ x jest duza w poréwnaniu do wymiaréw przekroju B. ZauwaZalne réznice
rozkladu o wystapia tylko na dlugosci ap tego samego rzedu co i wymlary ‘przekroju.
Dla pretow o zwartym przekrolu przyimuje si¢

ap = maksymalny wymiar przekroju B = Dy, (a)

gdyz w tej odlegloéci régnice migdzy wartosciami o w poszczegdSlnych punktach przekroju
nie przekraczaja +3% wartosci P/4. Taka odchylke uznaje si¢ za praktycznie dopusz-
czalng. To samo ograniczenie wystepuje na drugim koricu E.'W wyniku przedzial stoso- -
walnoéci wzoréw (1.7)--(1.9) odpowiada niezakratkowanej na rys. 2.la czgéci preta.
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Rys. 2.2. Przedzialy stosowalnosci modelu preta do rzeczywisthh elementdw obcigzonych wzdluznymi
sitami ’

Podobna nieréwnomiernosé rozkladu ¢ obserwuje si¢ w przypadku raptownych zmian
przekroju, tzw. karbéw, jak raptowne zwezenia lub otwory (rys. 2.2a). Nier6wnomierno$¢
ta ogranicza sie do otoczenia karbu (zakratkowane obszary), w ktérych wzoréw (1.7)=-(1.9)
nie mozna stosowaé. W odréznieniu od tego przypadek lagodnej (kat « < 20°) zmiennosci
przekroju (rys. 2.2b) nie daje duzych zakiocen (odchytka 1377 ) i w badanym przekro_;u

a-a mamy
No/A,. 2.1)

() To znaczy o tej samej wypadkowej, zojmujacej to samo potozenie.
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Trzeciego rodzaju odstgpstwa wystepuja, gdy liczba obcigzajacych sit jest wigksza od
dwdch (rys. 2.3a). Wprowadzenie sity P, w postaci naciskéw p powoduje lokalne zabu-
rzenie w réwnomiernym rozkladzie naprezefi w otoczeniu przekroju C. Obszar wyraznego
zaburzenia rozciaga si¢ znowu na dlugosé ac rowna maksymalnemu wymiarowi przekroju C.
Inna natomiast jest sytuacja, gdy obciaZenie wzdluZne stanowia sily masewe o natgZeniu
g N/m (rys. 2:3b). Przy takim obcigZeniu napreZenia o, sg réwnomierne, z tym tylko, Ze
warto$é ich w réznych przekrojach jest na ogét rézna, gdyz we wzorze (2.1) zmienna jest
sifa N, i pole A4,. :

Rys. 2.3. Ograniczenia stosowalnosci modelu preta spowodowane obcigzeniami

Powyzsze informacje zilustrowane na przykladzie rozciaganego preta maja znaczenie
ogdlne. Sa one wazne i w innych przypadkach obciazenia, jak skr¢canie, zginanie. Ich
istota polega na zwrdceniu uwagi, w jakiej mierze obliczenia rzeczywistych konstrukcji
oparte na wzorach art. 1.7 sa wiarogodne, w jakiej za§ wymagaja uzupelnienia dodatkowa
analiza oméwiong w rozdz. 17. \

2.2. Przyklady analizy pretéw wzdluznie obciqionych'

W odréznieniu od prostych przypadkow, omdéwionych w art. 1.7--1.10, obecnie
rozwaZzymy zagadnienia bardziej zlozone. Pierwszy typ zagadnien, tzw. zadanie kontroli,
polega na okresleniu naprezen i odksztalcen oraz wspétczynnika bezpieczenstwa konstrukcji
o znanych wymiarach i znanych czynnych sitach, tj. Py, P, i g (rys. 2.4a). Po okrefleniu
" reakcji Rg = Py+P,+¢l,, znamy juz obcigenie preta i wyznaczamy nastepnie wysitek

kazdego przekro;u Odcinajac mys§lowo przekrojem aca dolng cze$é preta, na ktorg dzialaja:
wypadkowa gx; obciaZen cu;g}ych q, sita P, i nieznana sita normalna N, (rys. 2.4b) mamy
z réwnowagi tej czesci

N,=P, +qx1 . ' (a)

Jak widaé, sita N, zalezy liniowo od wspolrzednej x; badanego przekroju a-a i jest rozcig-
gajaca, bo N, > 0. Wynik (a) jest stuszny tylko w przedziale 0 < x, < [, czyli dla odcin-
ka BC. Dla odcinka CD przy podobnym badaniu wysitku przekroju b-b wypadkowa
obcigzen g jest stala i rowna g/,, wobec czego z warunku réwnowagi rzutdw na o$ pr@ta
mamy ; ,
Nb:Pl“*'qlu ' (b)

czyli staly sil¢ rozciagajaca N,. Podobnie badajac rownowage¢ dolnej myslowo odcigtej



36 ' 2. Rozciaganie lub $ciskanie

czeSci mozemy obliczyé wysilek przekroju c-c. Prosciej jednak jest obliczyé site N, z wa-
runku rownowagi gornej czgsci, widaé bowiem, Ze
Nc=Rg=P,+P,+ql,. ©

Wyniki te przedstawiamy na wykresie sil normalnych N (rys. 2.4c). Badanym przekrojom
a-a, b-b, c-c odpowiadaja punkty a, b, ¢ na osi odcigtych réwnoleglej do osi preta, a rzgdne
daja wartoéci sity N,, N,,, N.. Jeéli nanie$¢ rzedne dla wszystkich przekrojow, to osta-
tecznie wykres N sklada si¢ z trzech odcinkéw: jednego ukosnego i dwoch réwnoleglych
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Rys. 2.4, Przykiad szczegblowej analizy prgta rozciaganego

do osi odcigtych. Miejsfe przeskoku odpowiada punktowi D, w ktérym przylozona jest
sita P,. Wykres ten daje przejrzysty obraz wysitku wszystkich przekrojow preta. Na jego
podstawie wyznaczamy z wzoru (2.1) napreZenie o dzielac rzedne wykresu N przez odpo-
wiednie pole przekroju (rys. 2.4d). W punkcie D odpowiadajacym raptownej zmianie
obcigzenia wystgpuje nieciaglo$¢ przebiegu 6. Z wykresu tego okreslamy niebezpieczny
przekrdj, w ktorym o jest ekstremalne, czyli ¢ = G¢yy. T¢ Warto$ ooxe: porownujemy
z wartoécia naprezen dopuszczalnych %, dla materialu. Aby konstrukcja byla prawidiowa,
musi byé N

O ehstr <Ky . (2 2)

Zmieniajac tylko skalg¢ rzgdnych wykresu ¢ mamy przebieg wartosc1 e, gdyZz zgodnie
Z prawem Hooke a

¢=0/E

i stad mozemy okre§li¢ przemieszczenia u(x) przekrojéw preta. Gdy przekrdj E jest
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utwierdzony (u; = 0), wéwczas przemieszczenie uw, przekroju b-b jest té6wne wydtuzeniu
Alg, czeSci Eb preta. To wydtuzenie Alg, jest rOwne sumie przyrostéw ¢ dx, o jakie zmieniaja
si¢ dlugoéci elementarnych odcinkow dx, czyli

Xp

AZE,,-:fadx::—é—fo'dx. X))
4]

(]

Widzimy, Ze przemieszczenie u, = Alg, jest réwne zakreskowanemu na wykresie ¢(x)
polu F dzielonemu przez modut E. Obliczenie tego pola (catki) w prostszych przypad-
kach wykonujemy analitycznie, 2 w bardziej ztoZonych numerycznie, np. metoda tra-
pezow. ' | :

Drugi typ, tzw. zagadnienie ksztaltowania, polega na takim doborze parametrow, aby
Spelniony byt warunek o, < k,. Tymi parametrami sa z reguly wymiary przekrojéw
poprzecznych, natomiast pozostale parametry, jak dtugos$ci, wartoéci sit i punkty ich za-
czepienia s z ' géry ustalone. Jeéli obiektem ksztaltowania jest pret (rys. 2.4), to ustalone
sa Py, P,, q i Ry oraz dtugoéci I, I, i I. Ponadto konstruktor z innych wzgledéw moze
ustalié, Ze pret ten ma by¢ wykonany z ptaskownika, Ze na odcinku EC ma by¢ h, = const,
a na odcinku CB szeroko$éé ma by¢ zmienna liniowo od A, do h,. Przy takich ogranicze-
niach parametrami podlegajacymi zmianom sa tylko #4,, h, oraz grubo§¢ plaskownika 6.
Dobdr ich wartosci rozpoczynamy od wykresu sit normalnych, z ktérego od razu widzimy,
Ze przy h, = const wszystkie przekroje odcinka ED sa w jednakowych warunkach. Aby
spetni¢ postulat ¢ < k,, pole przekroju, tj. h, §, musi byé

h; 8 = N /o = Rgfo = Rglk, . _ : (d)
Na odcinku DB niebezpieczny jest przekr6j B, ktérego pole jest najmniejsze. Stad wynika, ze

h16=N/0'=P1/0'>P1/k'. (e)

Jak widaé, wzory (d) i ) daja pewna swobode, gdyz, zaleznie od przyjetej grubosci 5,
mamy rézne h, 1 h,. Zazwyczaj wartosci te zaokraglamy przyjmujac najblizsze uzasadnione
ze wzgledéw wykonawczych, na przyktad w catych milimetrach, .

Po uksztaltowaniu preta pozostale etapy analizy (rys. 2.4d, €) zostaja jak poprzednio.
Ze zmodyﬁkowanego wykresu ¢ wynika, Ze material preta jest w pelni wykorzystany na
odcinku ED i w przekroju B, natomiast w pozostalych przekrojach odcinka DB jest on
- wykorzystany czesciowo (o < k,). To niepelne wykorzystanie jest konsekwencja narzu-

conego w danym przypadku warunku (liniowa zmiana szerokosci). -

Jak widzimy, w obydwdch typach zagadnieni przestrzega si¢ tej samej kolejnosci, jak:
okre$lenie obcigZenia, wysitkéw przekrojéw, naprezen i wydtuzen. W prostszych zadaniach,
lub po nabraniu wprawy, nie wszystkie te etapy musza by¢ tak wyraznie demonstrowane,
jak pokazano powyzZej, lecz moga by¢ robione ,,w pamigci”. Wyjatkiem jest wykres sil
" normalnych. Ten wykreslny sposéb przedstawiania wysitku jest ogélnie przyjety we
wszystkich zadaniach.
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Zadania

~

1. Przeprowadzlé analize pryzmatycznego pionowego preta (rys. 2. Sa) obciazonego sila P i cigza-
rem wtasnym. Gesto§¢ materialu . s
Rozwiazanie. Badajac réwnowage myslowo odcigetej czeéci dolnej (rys. 2.5b) otrzymujemy

- N, =PtogAd(—=x,)

i wykres sit N jako prosta o rzednych Np = P i Ng = P+gAl (rys. 2.5¢c). Poniewaz A = const, za-
tem wykres o (rys. 2.5c) jest kopia wykresu N w zmienionej tylko skali. Nnebezpleczny jest przekréj
E(x, = 0), w ktérym

) og = Neg/A = (P[A)+ogl < k; . g

Przemieszczenie przekroju -~ obliczamy z wzoru (2.3)

_l_crs+a Px, Xg ‘
R "‘=Ef"d""E' 2 x"=EA+E(1x“ 2)’ )

albowiem pole F odpowiadajace odcinkowi x, jest polem trapezu Dla swobodnego konca (x, = )
mamy przenneszczeme 7

ug = (PI{EA)Y+(ogl*/2F) .
) WSZystkle wymkl (N,, 0, u) sa suma dwéch sktadnikbw: jednego proporcjonalnego do P, drugiego do
ciezaru wlasciwego gg. Tak byé powinno z uwagi na zasade¢ superpozycji. W budowie maszyn wplyw
ciezaru wlasnego jest z reguly pomijalny i tylko dla lin wyciagéw gérniczych lub wiertniczych nalezy
g0 uwzgledniaé.

£

Rys. 2.5. Pret obciazony sila skupiong i silami masowymi

2. Lina wyciagu gorniczego, wedlug schematu z rys. 2.5a, obciazona na dolnym koficu ciezarem
klatki P = S0 kN ma ciezar wlasny g = 39 N/m, pole A = 3,9 em?, dlugos¢ [ = 800 m. Okreslié
wspolczynmk bezpiéczenistwa liny i przemieszczenia ug (R, = 1800 MPa, E = 1,8-10° MPa).

Odp. Ouer = 0 = 208 MPa, wspolczynnik 7, = Rn/Ocxsre = 8,7, ug = 75 cm. Duia wartosc Am
uzasadniona z uwagi na niezawodnos¢.

3. Okresli¢ naprezenia w wirujacej z predkdscia katowa w promieniowej pryzmatycznej topatce
(rys. 2.6a). Gesto§¢ materiatu g. Dane liczbowe: r, = 75 ¢m r, = 50 cm, oraz liczba obrotéw n =
= 3000 obr/min, o = 7,85-10% kg/m?.

Rozwiazanie. Zadanie nalezy do dynamiki, ale moina je sprowadzi¢c do zadania statyki,
jesli dolaczyé sity bezwladnosci réwne iloczynowi masy przez przyspieszenie i skierowane przeciwnie do
tegn prayspisszenia (zasada d’Alemberta z mechaniki ogélnej). W naszym zadaniu elementarna ma-
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‘ Vg

sa jest Ag dr, przyspieszenie dosrodkowe w?r i elementarna sita bezwtadnosci dQ = Ap dr w?r skie-
rowana jest na zewnatrz od §redka (rys. 2.6b). Na jednostke dlugoéci sita masowa g jest

g = dQ@/dr = pw?Ar.

\

Rys. 2.6. Analiza preta wirujacego

Przéz wprowadzenie tych sit mamy zadanie statyki (rys. 2.6¢), z tym tylko, ze g jest funkcja promie-
nia r. Wysitek przekroju a-a jest sila normalna N, wyznaczong z réwnowagi odcietej my§lowo czedci

/(rys. 2.6d) '

rz re ) ZA f. —, s
B e N
’ e\ AT

To

gdzie ¥ = wr; — predkosé obwodowa swobodnego kofica topatki. Wykres sit N jest parabola (rys. 2.6¢),
w ktérej N = 0 dla r = r, = r,. Poniewaz 4 = const, zatem przebieg o (r,) ma podobny charakter,

przy czym ,
' N. e ra \*
%="4 T2 [1 -\
nie zalezy od wartosci 4. Dla wartosci danych w zadaniu mamy o = (%#/30) r; = (= 3000/30) 0,75 =
=235m/s,i dla ro=ry o .
7,85-103:2352 [ (0,50)2] kg

N -
= 121-10° = 121 MPa.

Gexatr = T = 2 0,75) | ms* = m?

4. Wyznaczy¢ catkowite w&dluz‘zenie lopatki z zadania poprzedniego (rys. 2.6). E = 2:10° MPa.
Odp. Wstawiajac do wzoru (2.3) wartos¢ o, z poprzedniego zadania i catkujac w granicach r,,
r: mamy . .-

1 7 ov? rw re\?
Ug =Tf [ ) drdr:ﬁ(r,—rw) [2"" (Tz.) —(r—z) ] NO,OBOmm.
. : '

8. Wirujacy pret (fopatka) ma -zmienny przekrdj (rys. 2.7), przy czym 4, = A, (rw/r)®. Wyznaczy¢
naprezenia, je§li @ = 235 m/s, ¢ = 7,85-10° kg/m?. '
Odp. W poréwnaniu do zadania 3 mamy tu A4 zmienne. Sila N,:

— (odr= [ 0w Anre par — gora (7o) (2= _
N, fqdr fgw e rdr = pv4, ;. . i},
ra Ta B
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N, — rq r;
== (2) (-1,
Dila danych jak w zadaniu 3 ma.my w przekroju E, tj. dla r, = r,,

Oexstr = 0g = 7,85-10%-2352(2/3)0,5 ~ 64 -10°N/m? = 64 MPa,

zyh prawie dwa razy mniej niz poprzednio. Jest to jasne, gdyz zmniejszajac pole przekroju w klerunku
od osi obrotu, redukujemy tym samym site N, w poréwnaniu z pretem o stalym polu przekroju. A..

p,=75Cm /’\ ' R d,
a V2 @d, P>=40kN
| —— A=40kH

a napreZenia

a ) C B
I, =40cm —te— [, =40cm —
Rys. 2.7. : ' Rys. 2.8.

‘6 Walek (rys. 2.8) ma mieé stala é$rednice 4> na odcinku DC i liniowo zmienna na odcinku CB.
Dobraé te $rednice (z dokladnoscia do 1 mm), aby wszedzie o < k, (k, = 100 MPa) i wyznaczyé
przemieszczenie punktu B, jesli £ = 2-10° MPa.

Odp. Na odcinku DC: d; —,/4(P1+Pz)/1tk = 3,19cm & 32 mm, w przekroju B: d4; =

]/ 4Plln: k, = 2,25cm = 23 mm. Przemieszczenie punktu C: wc =k, ,/E ® 0,20 mm, Na od-
cinku CB pole A, przekroju

A=

nd? dy—di I; — x5 \?
4 (”* a T )

zatem wydluzenie wzgledne ¢ = P;/EA, i po scalkowaniu (2.3)
‘ i

Up = Uo+ f sdx = ue+(4Py ly/vd, d; E) = 0,20+0,14 = 0,34 mm .
0

Alp

Ny=25kN

Rys. 2.9. Wyznaczenie przemieszczen wezla dwupretowego kratownicy
Dane:P=40kN, I; = I, = 2m, A; =2cm?, 4, = 3 cm?, E = 2-10°5 MPa,

7. Wyznaczyé naprezenia w pretach podanej kratownicy (rys. 2.9a) oraz okre§li¢ przemieszczenie
wezda C. ' _

Rozwiazanie. Sily w pretach wyznaczamy metoda wykre$ing, znana z mechaniki ogélnej
(rys. 2.9b). Sa to N, = 25 kN i N; = 46 kN. Obie sa rozcmgajace Naprezenia w pretach 1i 2 s3
odpowiednio

Gy = 25-10° N/2-10-* m? = 125 MPa, o) = 153 MPa,
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a wydluzenia pretow .
Aly = oy L/E = 125 mm,  Aly'= 60y L/E = 1,53 mm.

Zmienione polozenie wezta C, czyli C*, otrzymujemy na obrazie kratownicy (rys. 2.9¢) z przeciecia lu-
kéw kot zatoczonych z nieruchomych punktéw Bi D promieniami r; = [, + Al ir, = I, +AL. Tekon-
strukcje wykredlna narysowano w przesadzie. W rzeczywistosci Al,, Al, oraz przemieszczenie wezta C,
tj. odcinek CC*, s3 bardzo male w poréwnaniu do /, i [,. Uprawnia to do zastapienia tukéw C,C*
oraz C,C* prostymi prostopadtymi odpowiednio do BC; i BC,. Dzieki temu mozna te konstrukcje
wylgesina (rys. 2.9d) odlaczy¢ od rysunku kratownicy i wykonaé ja w duzej skali, otrzymujac szukane
P ieszczenie OC* = CC* = 2,8 mm z zadowalajaca dokladnoscia. Aby rezultat byt prawidiowy,
utozsamiamy w myS§li punkt O z wezlem C krafownicy wyobrazajac sobie jednoczesnie, jaka pozycje
wzgledem punktu O zajmuja prety I i 2. Wydluzenia A/, i Al, odmierzamy w kierunku wyobrazonych
pretéw na zewnatrz, gdy prety sa rozciagane, lub do wewnatrz ich, gdy prety sa $ciskane. Tak wiec
gdyby pret I byt sciskany, wowczas Al; (skrécenie) odmierzyliby$émy od punktu O nie na prawo, jak
na rys. 2.9d, lecz na lewo.
- 8. Jak zmienig si¢ wyniki poprzedniego zadania, jesli: a) wartod¢ sily P zmaleje dwukrotnie; b) po-
‘la A, i A, przekrojéw wzrosna dwukrotnie; c) tylko pole A; wzroénie dwukrotnie?
Odp. a) wszystkie wielkosci (N, o, Al oraz przemieszczenia wezla C) zmaleja dwukrotnie; b) dwu-
krotnie zmaleja o, Al oraz przemieszczenie wezla C, sily N zostana bez zmiany; ¢) zmaleje dwukrotnie

6y oraz Al, = OC,; to ostatnie spowoduje zmiane OC¥*,

[=3m'+—>]'c
Ap=20cm?, A,=10cm? E£=2-10°MPa
Rys. 2.10. Do zadania 9

9, Wyznaczyé warto$é i kierunek dzialania sity P (rys. 2.10a), ktéra w podanej kratownicy wywo-
tuje pionowe przemieszczenie wezta C o wartosci f = 1 mm w kierunku do dotu. ,
Rozwiazanie. Kreflac obraz przemieszczefi (rys. 2.10b), na ktérym CC* jest £ = 1 mm wyzna-
czamy Al; = fsin 10° = 0,173 mm, Al, == fsin 30° = 0,500 mm, a stad rozciagajace sily:
N, = EA AL/l =2-1011.20-10~%.0,173-10-3/3,05 = 22,7kN, N, = EA; Al,Jl, = 29,7 kN.
Badajac teraz rOwnowage wezla C i kreSlac wielobok sit (rys. 2.10c) otrzymujemy P = 51,3 kN,
kat « &~ 21,2°, a kierunek sily jest jak na rys. 2.10c.

2.3. Pierscien kolowy réwnomiernie obciazony
B

Oméwione dotychczas przyklady dotyczyly pretéw prostych. Rozciaganie wystegpuje
réwniez w idealnie gictkich ciggnach, analizowanych w mechanice ogélnej (zagadnienie
linii sznurowej).

Innym przykladem rozciagania prgta nie prostego, lecz zakrzywionego jest cienki
pier§cieri kotowy o stalym przekroju pod réwnomiernym obciaZeniem promieniowym
g N/m (rys. 2.11a). Z racji punktowej symetrii pier§cien zostaje po obciaZeniu kolem o nieco
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wigkszym promieniu (r, e r). Kazdy element pierscienia zachowujac swéj ksztalt (rys.2.11b)
- wydluzy sie w kxerunku obwodowym. JeZeli grubo§é pierScienia w kierunku promie-
niowym jest mala w poréwnaniu z promieniem , to taka posta¢ odksztalcenia odpowiada
rozciaganiu, przy ktérym istnieja naprezenia normalne do przekroju a-a. Ich wypadkowa
N = oA, czyli wysilek przekroju g-a, jest styczna do kola w tym miejscu. To samo stwier-

Rys. 2.11. Analiza réwnomiernie obcigzonego pierscienia (4 = const)

dzimy o sile N dzialajacej w przekroju b-b. Rozpatrujac réwnowage elementarnego odcinka
(rys. 2.11¢c) i korzystajac z reguly wymiarow poczqtkowych mamy réwnanie rzutéw na
kierunek promienia ‘
—2Nsinda+2qrda =0,

z ktérego, przy da — 0 i sin de — do, wynika, ze _

| N =gr, , (2.4)
a warto$¢ naprezen normalnych , . ' .
c=N|A=qr[A. (2.5)
Naprezeniom o towarzyszy wzgledne wydtuzenie & = o/E kazdego elementu w kierunku
obwodowym i Zmiana promienia r o Ar = r, —r. Jest rzecza jasna, ze Ar = rg, czyli

Ar =re = ro|E = qr*|EA. (2.6)

Jednym z'zastosowaﬁ wzorow (2.4)—(2.6) jest przypadek pier§cienia wirujacego w swej
plaszczyznie z predkoscia katowa w. Obcigzenie g stanowia tu sity bezwladnosci (zadanie 3
art. 2.2). Jesli gesto$é wlasciwa materialu jcst o0, to masa pierScienia na jednostke dtugosci
jest g4, a przyspleszeme dosrodkowe w?r i wtedy sita bezwladnoSci

= pAw?r. . (a)
Podstawiajac wynik (a) do (2.5) i wprowadzajqc predkosé obwodowg ¥ = or mamy
o = o?, R @7

a ze wzoru (2.6) zwiekszenie promienia .
Ar = gv?r[E. (b)

Jak wida¢, naprezenia ¢ w wirujacym pierscieniu zaleza tylko od rodzaju materiatu i kwa-
dratu predkosci obwodowej. W nowoczesnych maszynach predkosci te s3 duZe i napre-
Zenia ¢ moga mie¢ znaczne wartosci.
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Zadania

1. Pierécien stalowy (grubos¢ é = 1 cm, szerokoéé b = 5 cm, promien r = 25 cm, E = 2-10° MPa,
R, = 240 MPa) obciazony jest na wewnetrznej powierzchni cisnieniem p = 4,0 MPa. Wyznaczy¢ na-
prezenie i odksztalcenie pierscienia oraz wspolczynnik bezpieczehstwa n.. .

Odp. Promien wewnetrzny r,, = r—(6/2) = 24,5 cm, wobec czego g = pbr,/r = 196 kN/m, 4 =
= bd = 5cm?, ¢ = gr/A = 98 MPa, Ar = or/E = 0,117 mm, n. = R./o = 2,45.
2, Obhczyc warto$¢ naprezein w pierscieniu stalowym (¢ =7, 8:10% kg/m3, r = 20 cm) wiruja-

cym z n = 7000 obr/min.
Odp. @ = 7n/30 = 734 rad/s v = or = 147 m/s, ¢ = 168 MPa

3. W pierécieniu wirujacym z 7 = 6000 obr/min mnapreienie ¢ = 120 MPa. Przy Jaklej liczbie
A, obr/min nastapi plynigcie materialu pierscienia, je$li R, = 240 MPa"

Odp. Osiagnigcie R, nastapi. gdy v, a wigc i n, wzroigie w stosunku -./ R.jo = ‘/2_ = 1,41 razy,
skad 7; = 7iy/2 = 8500 obr/min. : v

A
2.4. Energia odksztalcenia przy rozciaganiu

Juz w artykule 1.2 wprowadzono pojecie energii odksztalcenia. Obecnie przesledzimy
to pojecie na przykladzie rozciagania spreZystego pryzmatycznego. preta (rys. 2.12). Za-
kladamy, ze proces obcigZzania, tj. wzrostu sity P* od zera do koficowej warto§ci P* = P,
przebiega bardzo wolno. W takim, tzw. quasi-statycznym, procesie predkosci cz7stek ciala

a) , Ppocaqtek p*=0 b) ¥
— Q
stan posredni 0<P* P ° \
. koniec -l A o h
— = Jf_0<
l - '>E=A,l ‘

Rys. 2.12. Praca obciaZenia przy rozciaganiu

s3 bardzo mate, ich kinetyczna energia jest pomijalna, a chwilowe przemieszczenie u*
swobodnego korca preta jest rowne wydtuzeniu (AD* preta przy statycznym dzialaniu
sity P*. Zgodnie wigc z wzorem (1.7) mamy zalezno$¢

u* = (Al* = P*IJEA, | (2)

ktorej obrazem P* = f(u*) jest linia prosta (rys. 2.12b). :
Obliczmy teraz pracg, jaka wykonala sita P* w calym procesie obcigzenia. Wzrostowi
sily z wartoéci P* do P*+dP* odpowiada przyrost du*, a elementarna praca dL sily P*

dL = P*du*, (®

czyli réwna jest polu zakreskowanemu na rys. 2.12b. Catkowita praca L jest suma takich
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elementarnych prac i réwna si¢ polu tréjkata OBC lub inaczej
L1 1

gdzie P i Al oznaczaja odpowiadajace sobie koricowe wartosci sily i wydtuzenia. Praca
ta mierzona jest w niutonometrach, czyli dzulach (1 Nm = 1 J). Przy zalozonym quasi-
-statycznym procesie zamienia si¢ ona calkowicie na energi¢ potencjalng U czastek ciala
Zwigzang ze zmiana ich wzajemnych odleglosci, tj. -

U=L=%PMJ. | (2.8)

Wykorzystujac wzér (a) mozemy energie U wyrazié,
| U=PU2EA Iub U =(AIEA[I, 2.9

tj. jako funkcje¢ samej tylko sily obciazajgcej P badZ samego tylko wydluzenia Al. Energia
ta jest kwadratowa funkcja P lub Al, nie zalezy zatem od ich znaku (rozciaganie czy
§ciskanie) i jest zawsze dodatnia, gdy P # 0. Z kolei nieliniowo$é zaleznosci U(P) powoduje,
ze energia odksztalcenia nie podlega zasadzie superpozycji. Innymi stowy energia U przy
jednoczesnym dzialaniu dwéch obcigzed P, i P, nie jest réwna sumie energii U, i U,
odpowiadajacych oddzielnemu dzialaniu tych obciazeni. Od tego stwierdzenia istnieja
wyjatki, wymagajace jednak za kazdym razem szczegélowego uzasadnienia.

Przy rozciaganiu pryzmatycznego preta jego elementy sa w jednakowych warunkach,
wobec czego w jednostce objetosci ilo$¢ energii U’ = UjAl (w dzulach na m3, J/m?).
Wielko§¢ U’, tzw. wlasciwa energia odksztalcenia, jest miara poziomu energetycznego
jednostki objgtosci materiatu. Wykorzystujac wzér (2.9) mamy

, p? o2
U' = SEAZ — OF (2.10)
lub
, E tAl\? Eg ' :
U= 7(_1) -=. 2.11)
Podobnie okre$lamy wielko$é
U” = Ujdlp = U)o (2.12)

jako miar¢ poziomu energetycznego jednostki masy materialu przy rozcigganiu. Zasto-
sowanie poje¢ U’ i U’ jest réinorakie. Jednym z nich jest ocena materialu z uwagi na
moZno$¢ akumulowania energii, jesli za ¢ podstawi¢ nieprzekraczalng ze wzgledéw uzyt-
kowych wartos¢ granicy spreZystosci, czyli o = oy, .

Przy odcigzaniu kolejno$¢ zjawisk jest odwrotna. Poczatek procesu odpowiada
punktowi B, koniec punktowi O wykresu P* = f(u*) (rys. 2.12b). Dla materialu sprg-
Zystego jest to ta sama prosta BO. Tak wigc ilo$¢ pracy oddana na zewnatrz przy odciazaniu
jest réwna pracy wloZonej w procesie obcigzania, czyli ze w zakresie sprezystosci materiatu
przemiany energetyczne s3 catkowicie odwracalne. Nie uwzgledniamy przy tym dodatko-
wych, zreszta bardzo malych, efektéw wymiany ciepla z otoczeniem. -
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Zadania

1. Wyznaczy¢ ilo§¢ energii U w duralowym precie (rys. 2.12a), jesli P = 100 kN, / = 30cm, 4 =
=20 cm?, E = 7,0 10* MPa. o

Odp. U = (100-10% N)2-(0,3 m)/2 (7,0-10'° N/m?) (20-10-* m?) = 10,7 Nm = 10,7 J.

2. Obliczyé ilo$é energii U w pierscieniu (rys. 2.11), jesli r =20 cm, 4 =2 cm?, g = 20kN/m, E =
= 7,0-10* MPa.

Odp. U =rmnqg*3EA = 0,72 Nm = 0,72 J.

3. Pordwnaé zdolnoéé akumulowania energii w stali sprezynowej (E = 2-10° MPa, o,,, = 300 MPa,
¢ = 7,85-10% kg/m®) i w gumie (E = 1,5 MPa, o,,, = 2 MPa, ¢ = 0,95-10° kg/m?).
Odp. U, =204 J/kg, U,... = 1400 J/kg, a wiec guma jest okolo 7 razy lepsza niz bardzo dobra

stal.
' . ®2d ad o2d
D e e —— /—- - - B ———— >
A
t—‘ [ oar o] toar

Rys. 2.13. Wplyw ksztaltu preta na zdolno$é akumulowania energii

4. Dwa prety wykonane z jednakowego materiatu: gltadki i stopniowany (rys. 2.13) majga pochlonaé
te sama energi¢ U. Zakladajac dla prostoty réwnomierno$é¢ rozktadéw o w przekrojach preta stopnio-
wanego orzec, ktory z pretow jest bezpiecrniejszy?

Odp. W precie gladkim: U, = P2l/2EA, gdzie A =nd?/4; w stopniowanym:

U, = 2(P2-0,41)2E-44)+(P3-0,2l/2EA) = 0,4 (P2l/2EA).

Gdy U, = U,, wowczas P, ,/6,2 =P, iP,=158P,. W przewezeniu prgta stopniowanego o, =
= P,/A = 1,58 (P;/A), czyli o, sa wieksze niz ¢, = P,/A w precie gtadkim. Tak wigc gdy U jest to sa-
mo, pret stopniowany jest gorszy od gladkiego. :

2.5. Stan napiecia i odksztalcenia przy rozcigganiu

Nawigzujac do wprowadzonych w art. 1.5 i 1.6 pojgé stanu napiecia i odksztalkcenia
zbadamy je dokladniej w przypadku rozciagania. W tym celu wyznaczymy najpierw na-

n
P (2.4
=
= 5:" .
-] vy
=5l 275 x

l, b 7
cze$d 1 czedc Il
Rys. 2.14. Naprezenia w ukoénym przekroju rozciaganego preta
prezenia w uko$nym przekroju b-b (rys. 2.14a). Jego polozenie w badanej czgéci I okreslamy

katem o miedzy osig x preta a normalng n zewngtrzng dla tej czesci 1. Wypadkowe napre-
Zenia p (rys. 2.14b) sa rozloZzone réwnomiernie, gdyz wszystkie wzdluzne widkna preta
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znajduja sie w identycznych warunkach. Ponadto naprezenia p musza by¢ rownolegle do
osi x, gdyz tylko wtedy badana czgéé I moze byé w réwnowadze. Ich wypadkowa W jest

W = pA, = pAfcosa, - (a)
gdzie A, = Afcos a — pole przekroju b-b. Z réwnowagi czesci I wynika, 22 W—P = 0.

Po wykorzystaniu (a) i uwzglednieniu, Zze 0 = P/A jest napreZzeniem w przekroju poprzecz-
nym B, mamy.

p=PcosafA =ocosa. (b)

Rozkladajac to wypadkowe naprezenie na normalne o, i styczne 7, (rys. 2.14c) mamy
0, = pcosa = ocos’a, ’ (2.13)

T, = psina = gsinacosa. (2.14)

"“Te same wyniki otrzymamy w przypadku fciskania, gdy o~ < 0. Ujemne wartosci o, 1 1,
oznaczaja zwroty przeciwne‘!’ niz na rys. 2.14c. Aby ulatwi¢ orientacj¢ w znakach, zauwaz-
my, ze o, jest dodatnie, gdy dziala na zewngqtrz rozpatrywanej czgéci I. NapreZenie 7, jest
dodatnie, gdy daje ono wspdlzegarowy(” obrét rozpatrywanej czgsci.

Pokazane na rys. 2.14 przecigcie b-b jest jednokrotne. Réwnie dobrze moina w tym
samym precie prowadzi¢ przecigcia wielokrotne. Prowadzac na przyklad w precie cztery
rézne przekroje a-b, b-c, ¢-d, d-a odpowiadajace katom oy = a, a; = a+(xt/2), ... wycinamy
z preta prostopadlo$cienna kostke (rys. 2.15). Z wzoréw (2.13) i (2.14) po podstawieniu
kolejno oy, oy, ... Wynika, Ze

— — 2 \ — —_ in2

Oy = Ogpn = GCOST 1, Gout(nf2) = Ogt(3nj2) = osim-«, (C)
Oly=0+T n2N2=a+325 )

) -

——
ca—
———
-]
|
-
g

Rys. 2.15. Przyklad przecigcia wielokrotnego (wycigcie kostki)

a napreZenia styczne na prostopadlych do siebie écianach

Ta = =Tatn/2) = Tatn = “Tat(3n/2) = 0 Sin ¢ Ccos 7 - (d)

(> Sens symbolu o jest dwojaki. Na rysunku 2.14a, b przedstawia on i obraz, i wartos¢ napreze»
nia. We wzorach (2.13) i (2.14) symbol ¢ oznacza tylko konkretna wartos€, podczas gdy obraz napre-
zen jest jak ma rys. 2.14c.

@ W podreczniku tym zamiast uzywanego dotychczas okreslenia: ,.kierunek zgodny z kierunkiem
ruchu wskazéwek zegara” uzywa sig umownie skrotu ,,wspdlzegarowy i podobnie ,,przeczwzegarowy
zamiast ,kierunek przeciwny do luerunlcu ruchu wskazowek zegara™.
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maja dla kazdego kata o jednakowe bezwzgledne wartosci. Wynik ten jest stuszny dla
kazdego stanu napreZenia nie tylko rozciggania i nosi nazweg zasady symelrii naprezen
stycznych. y |
Fizyczny sens tych rozwazan latwo zrozumieé przez analogi¢ do przedstawienia ja-
kiego§ wektora R w réznych uktadach wspotrzednych (rys. 2.16a). W ukladzie x, y skia-
dowe wektora sa P, i P,, w ukladzie x,, y, sa to Q, i Q, rézne od poprzednich, sam
jednak wektor R nie zmienia si¢. Ten wlaénie sens majg podane tu przeksztalcenia. I tak
dwoém réznym- wycieciom kostek z tego samego preta (rys. 2.16b) odpowiadaja rézne

a) gT b » {4.-

Eot————R b
]

ya '
B A . /
, R [ DO'

]

Y

Q
a

pT'
Rys. 2.16. Analogia zagadnien: rozklad wektora i analiza’ stanu napre¢zenia

obrazy naprezen, jeden prostszy (kostka I), drugi bardziej zlozony (kostka il). Stan na-
piecia materialu zostaje ten sam, jest tylko inaczej przedstawiony. T¢ toZzsamos¢ stanu
w obydwoch: obrazach (analogia do wektora R) uwidaczniamy nazywajac kazdy z nich
stanem prostego rozciqgania. Jest oczywiste, ze tozsamos¢ ta istnieje tylko wtedy, gdy
0,0, 1 1, spelniaja zaleznosci (2.13) i (2.14) (patrz takze zadania 3 i 4). ,

Pokazana analogia nie oznacza, ze stan napigcia jest wektorem. Gdyby tak bylo
wypadkowa z o, i 1,, czyli napre¢Zenie p, nie zalezaloby od ustawienia przekroju, czyli
kata a. Wzér (b) przeczy temu przypuszczeniu. Wynika stad, Ze stan napiecia nie jest
wektorem i ze sumowanie, rozktad lub superpozycje naprgzen mozna wykonywac tylko wtedy,
gdy dzialajq one w jednym ustalonym przekroju. '

Rys. 2.17. Stan odksztalcenia przy rozciaganiu

Zbadajmy obecnie obraz odksztalcen kostki abed (rys. 2.17). Dla prostoty rozwazan
przyjmujemy, ze jest ona kwadratem o boku 2 cm i Ze jej $rodek ©.jest nieruchomy.
Okreslmy przemieszczénia punktéw 4 i D, bedacych srodkami bokéw. Jak wiemy z art. 1.7, -
elementy wzdluzne doznaja wydluzZenia ¢, a poprzeczne skrécenia —ve. Poniewaz rzuty
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ukosnego elementu OA na osic x i y sa odpowiednio OA4, = l-cosx i 4o 4 = 1'sina,
zatem punkt 4 dozna poziomego przemieszczenia A4’ = 1-gcos a i pionowego 4’4" =
= —1-vesin a. Zmienione po odksztalceniu rzuty odcinka OA na osie x i y sa odpo-
wiednio ‘ ,
x4=(1+¢)cosa, y,=(1-ve)sina. : (e)
"Podobnie znajdujemy zmienione po odksztalceniu rzuty odcinka OD
xp=(1+¢&)sina, yp= ——(l—vz-:)co\sa; ®
przy czym yp < 0, gdyZz i pierwotny rzut ODy = —1-cosa < 0. Z zaleznodci (e) i (f)
wyznaczamy' zmienione dlugoéci 04’ i OD'. T tak
04" =/x2+y2 =~ Y 1+2e(cos?a—vsin?a) & 1 +&(cos®a—vsin’a),
a wzgledne wydluzenie g, w kierunku OA

g, = (0A' —0A)[0A = e(cos> ¢ —vsin®a). (2)

Podobne przeksztalcenia dla odcinka 0D’ daja
x = (OD' —OD)/OD = ¢(sin® a —v cos? ) (h)
2
jako wartoéc wydluzema wzglednego w kierunku OD. Na koniec okreslamy kat A'OD’
z iloczynu skalarnego wektoréw OA4’ i OD’

cos X A'OD" = x,xp+y4¥p = [(1+&)* ~(1 —ve)*]sinacosa. @)

W rzeczywistosci kat 4’OD’ r62ni sie tylko o bardzo maly katy, od kata prostego /2,
wobec czego cos ¥ A'OD’ = cos [(%/2)—7,] = siny, = 9,. Uwzgledniajac to otrzymu-
jemy z wyraZenia (i)}

Ve —2(1+v)esinozcosrx §))

przy ¢zym pOIl‘HIlthO, jak poprzednio, wielko§¢ & w stosunku do e. Wprowadzony tu
kat y, jest znanym juz z art. 1.6 katem odksztalcenia postaciowego. Swiadczy to, ze badana
- kostka abcd zamienia si¢ w réwnolegtoboczna a'b’c 'd’.

Zaleznoici (g), (h) oraz (j) sformulowano wylacznie z zalezno$ci geometrycznych.
Nalezy jednak pamietaé, ze przyczyna odksztalcer jest rozciaganie napreZeniami o. Aby
uwidocznié ten przyczynowy zwiazek, nalezy w tych zaleznq$ciach podstawi¢ & = o/E.
W szezegdlnodei zaleznosé (j) przybiera wtedy postaé

Vo = 2(1E+ D gsinacosa. ‘ (2.15)

Jak widaé, kat 7y, jest proporcjonalny do naprezenia 7, (wzér d). Kwestig t¢ zbadamy
dokladniej w art. 3.1.

) Uwzgledniajac przy tym, Ze & jest male (rzedu °/,,), pomijamy &* w stosunku do &. Ponadto ko-
rzystamy z przyblizenia

CV1ta ~1+(@f2), gdy a&l.
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Zadania

1. W precie (rys. 2.14a) ¢ = 100 MPa. Wyznaczy¢ i narysowaé sktadowe naprezenia o, i 7, W prze-
krojach, gdy: &; = —n/6 = —30°, a; = w/3 = 60°. Sprawdzi¢ stusznoéé zasady symetru T.
’ Odp. G-13¢0 = 75 MPa, Gso> = 25 MPa, T-30c = —43,3 MPa = —140-.
2. W precie (rys. 2.14a) ¢ = —120 MPa (§c1skan1e) Wyznaczy¢ ustaw1eme przekroju, w ktbrym
a) 6, = —30 MPa, b) 1, = 30 MPa. -
- Odp. a) & = £60° 4120°; b) & = —15°, —75°, 105“, 165°.
3. Na bokach ab i cd kostki II (rys. 2.16b) dzialaja o’ = 80 MPa, na bokach bc i da za$ o'’ = 20 MPa,
na wszystkich bokach T = 40 MPa skierowane jak na rysunku. Czy to jest stan prostego rozciagania?
Rozwiazanie. Przypuéémy, ze tak jest: Wtedy ¢’, o'’ oraz t musza spelnia¢ réwnania (2.13)
i(2.14). Niewiadomymi sa: ¢ i . Poniewaz boki ab i be sa prostopadte do siebie, zatem z wzordw (c)
mamy ,
- 0, =0 =80 MPa = 6cos? &, Guumnjzy =0’ =20 MPa =osin®«,
skad )
tgax = +)/0"Jo = 40,5, .cos*a =1/(1+tg2a) =0,8, o =100 MPa.
. ]
Sprawdimy teraz zaleino$é¢ (2.14). Gdy tga = 0,5, cos & = 2/‘/5—, sin & = 1//5— i wiedy dane Tt =
- =40 MPa ma by¢ réwne 7, = 100-(1/|/ 5)-(2/‘/3_) = 40 MPa, co, jak wida¢, ma miejsce. Wartos¢ «,
gdy tg & = —0,5, nie spetnia réwnania (2.14), bo dane 7 > 0, a 7, < 0. Badany stan jest wigc stanem
prostego rozciagauia, gdy ¢ = 100 MPa, « = arctg 0,5 = 26,6°.
4. Jesliby na kostke -z zadania poprzedniego dzialaly naprezenia o'’ = —~20 MPa (§ciskanie)
przy innych danych nie zmienionych, to czy taki stan bylby stanem prostego rozciagania?
Odp. Nje, gdyz tg « rhialby wtedy warto$¢ urojons.
5. Wyznaczyé wzgledne wydiuzenie i kat odksztalcenia postacmwego kostki aebed (rys. 2.17),
gdy o = 7/6 = 30°, v = 0,3, & = 0,70/ .
Odp. W kierunku 04: ¢, = 0,7-10-%(0,75—0,3:0,25) = 0,47-10" J- = 0,479/ 00; wkietunku OD:
&, 2y = 0,017-10-3 = 00170/00, kat y, = 0,79-10-2 rad,



